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Cette unité d’enseignement est organisée sous forme de classe inversée, elle est constituée de 12 séances de cours

et de 24 séances de TD :

Pour chacune des semaines d’enseignement contenant un cours en amphi :

1. Elle commence par un travail personnel (environ 45 minutes)

— Visionner 1 ou 2 vidéos sur la vidéothéque
— Lire le chapitre du poly correspondant
— Répondre a un QCM sur la plateforme pédagogique (Avant la veille du CM 23h00)

2. Elle se poursuit par un travail en CM

— 30 minutes : Résumé de cours, questions (les retards ne sont pas acceptés).

— 45 minutes : Travail en petit groupe sur un théme du cours, avec une production a rendre en fin de séance.

— 15 minutes : Correction du travail de groupe.

L’évaluation de cette UE est constituée de trois éléments :

— Reésultats aux QCM.
— Productions de groupe en CM.

— Controle de fin de semestre. Durant le controle les documents et calculatrices sont interdits, toutefois une feuille

manuscrite A5 ou A4 recto est tolérée, ainsi que le poly de cours non annoté.
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Chapitre 1

Espace de probabilité

1.1 Généralités

Une des difficultés de 'apprentissage des probabilités est la permanente confusion entre les mathématiques et les
problémes concrets que cette théorie permet d’étudier. Dans ce cours on ne précisera pas si on se trouve dans le monde
des mathématiques ou dans le monde physique en étant conscient que I'on fait un grave abus de langage. Un des buts
des Probabilités est d’étudier les phénoménes aléatoires, on a des informations sur eux mais pas assez pour prévoir les
résultats. On va construire un modéle, c’est a dire un objet mathématique qu’il faudra interpréter concrétement. Par
exemple, lors d’expériences, différents résultats sont possibles, on ne peut pas prévoir le résultat mais on peut créer
un modéle, chaque résultat possible est représenté par un élément d’un ensemble €2, et on lui associe un poids qui va
correspondre & ’la chance’ d’obtenir ce résultat.

Il y a deux fagons naturelles de construire un modéle probabiliste : Soit on s’appuie sur des considérations phy-
siques (symétrie, théorie physique,...) par exemple un dé a la méme chance de tomber sur chacune des faces. Soit on
s’appuie sur des expériences, on observe le phénoméne puis on le modélise a I'aide de statistiques réalisées sur la partie
expérimentale.

Exemple 1.1 1. On jette un dé. Q@ = {1,2,3,4,5,6}.

2. Formation de binome dans une classe de 50 étudiants Q = {(i,7)|1 < i < j < 50}. Q possede (5) = 2%
¢éléments, c’est le cardinal de 2.

Définition 1.1 L’ensemble qui représente tous les possibles est souvent appelé univers, on le note souvent 2. On
appelle événement une partie de €2, cela peut s’interpréter comme une famille de résultats possibles, on veut pouvoir
calculer la probabilités d’une telle partie, c’est & dire ’la chance’ que le résultat fasse partie de cette famille. on note
P(£2) Pensemble des parties de E.

Exemple 1.2 Si Q = {1;a}, alors P(Q) = {0, {a}; {1};{1;a}}.

Définition 1.2 On appelle mesure de probabilité (ou probabilité) toute fonction P de P(2) dans RT qui a les
propriétés suivantes :

1) P()=1

2) Si AN B = alors P(AU B) = P(A) + P(B).

3) Si (Ai)ien est une suite de partie deux a deux disjointes (i # j = A; N A; = 0), alors :

P (U Ai> =Y P(A)

i€N ieN
Remarque 1.1 — Les propriétés 1) et 2) sont des propriétés de mesures (longueurs, volumes, masses, etc...), la

propriété 3) est une généralisation de la propriété 2.

— Si 2 est un ensemble fini (ou dénombrable) alors une probabilité P est définie dés que 1'on connait ses valeurs
sur les singletons de €.

— Lorsque 2 est grand (par exemple pas dénombrable) on ne peut définir P que sur une partie de 2, c’est a dire
que 'on ne peut "mesurer" que certaines parties, on appelle tribu de 2 un ensemble de parties que I'on peut
mesurer.

E %&;{éﬁ Z7 - L//Zﬂafm A /w/;%é;&d
Exemple 1.3 Q = {a;b;c}, P({a}) = P({b}) = 1 et P({c}) = % alors P({a,c}) = 3.
Proposition 1.1 1. P(®)=0
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1.2. PROBABILITE CONDITIONNELLE A .Mizrahi

2. P(Q\A)=1-P(4)
3. ACB= P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A)
4. PLAUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

Proposition 1.2 Si (4;); est une partition de 2 (c’est & dire UA; = Q et ¢ # j = A; N A; = @), alors pour tout

événement B on a :
n

P(B)=) P(A;NB)= lim_ > P(4;nB)
ieN =1

Proposition 1.3
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(B)— P(ANB)—P(ANC)-P(CNB)+P(ANBNCQC)

1.2 Probabilité conditionnelle

On dispose d’une mesure de probabilité P sur un ensemble €2, on cherche & en déduire une mesure de probabilité sur
une partie A de €2, on fait I'hypothése que la probabilité reste proportionnelle & P mais que seule les valeurs dans A ont
une chance d’arriver, on est donc amené a définir une nouvelle probabilité P4 telle que P4(B) soit proportionnelle &
P(ANB), car on se trouve obligatoirement dans A, pour étre dans B il faut donc étre dans ANB. P4(B) = aP(ANB),

mais la probabilité de se trouver dans A doit étre égale a 1. On obtient donc a = ﬁ.

Définition 1.3 Si A est un événement de probabilité non nulle, et B un événement quelconque, on définit la probabilité
conditionnelle de B sachant A la probabilité :

P(AN B)

Proposition 1.4 P4 est une nouvelle mesure de probabilité sur (2.

Exemple 1.4 On jette deux dés, on sait que la somme des deux dés est 10, quelle est la probabilité d’avoir un double.
Différentes modélisations sont possibles on peut par exemple prendre pour €2 'ensemble des couples {(d1; d2)|d1,ds €
{1;2;3;4;5;6}} cela revient a distinguer les deux dés. Pour P la probabilité uniforme (on parle d’équiprobabilité) sur
Q c’est a dire que 'on donne le méme poids a chaque élément de €2, comme il y a 6 X 6 = 36 éléments dans €2, chaque
élément a une probabilité de 3—16. Obtenir 10 correspond a l'événement A = {(4;6); (5;5); (6;4)}, AN B correspond a

obtenir un double dont la somme vaut 10, AN B = {(5;5)}, on obtient donc
(AN B)

P(BA) = PPT -

geol]~
w

On peut aussi prendre pour 2 I'ensemble {(4,6),(5,5),(6,4)} avec équiprobabilité, on obtient encore mais on

n’utilise pas ici les probabilités conditionnelles.

1
3

Proposition 1.5 On a en outre la formule P(AN B) = P(B|A)P(A)

Preuve : trivial.

1.3 Indépendance
Définition 1.4 Deux événements A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Remarque 1.2 Cela revient a dire que la probabilité de B sachant A est égale a la probabilité de B, le fait de savoir
que l'on se trouve dans A ne nous apprend rien sur le fait de se trouver ou non dans B. Cela correspond bien & 'idée
intuitive que A ne dépend pas de B.

Exemple 1.5 Par exemple on veut modéliser le fait de tirer une carte au hasard, A correspond & 1’événement tirer
un coeur et B & tirer un roi, on voit bien que A et B doivent étre indépendants dans le modéle que 1’on va proposer.
Par contre si le jeu n’est pas complet, par exemple si il manque le 8 de pique alors on n’a plus indépendance.

Définition 1.5 n événements (A;);c; sont indépendants dans leur ensemble si pour toute partie finie J C I, on a
P(njes4;) = [ P(4))
jeJ

Remarque 1.3 Si n événements sont indépendants dans leur ensemble alors ils sont indépendants deux & deux. La
réciproque est fausse.

E %,‘éa %E.(@ o . ay
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1.4 Rappel de combinatoire

La combinatoire est particuliérement importante lorsqu’il y a équiprobabilité, dans ce cas le calcul de probabilités
se rameéne a des calculs de cardinaux d’ensembles (c’est de la combinatoire).

1. On peut former n* mots de k lettres constitués avec n signes différents, ou encore il y a n* facons de ranger k
boules différentes dans n urnes différentes. Il y a répétition et ordre. Si E est un ensemble fini de cardinal n, il
y a nP, p-listes d’élément de F : c’est a dire avec ordre et répétition. Il y a aussi nP application d’'un ensemble
de cardinal p vers un ensemble de cardinal n. On note souvent F¥ I’ensemble des applications de E dans F.
On a alors card(F¥) = card(F)cd(¥),

2. 1y a A¥ fagons de ranger k individus choisis parmi n, c’est aussi le nombre de mots de k lettres que I’on peut
écrire avec n lettres en bois différentes. Il y a AP p-liste sans répétition possible avec un ensemble & n éléments.
On utilise les arrangements lorsqu’il n’y a pas répétition mais lorsqu’il y a un ordre.

AF =npn—-1)...n—k+1) =

n

(n—k)!

3. llya (2) parties différentes & k éléments dans un ensemble & n éléments, c’est aussi le nombre de groupes de

k personnes différents que ’on peut constituer a partir de n individus. On utilise les combinaisons lorsqu’il n’y

a ni répétition ni ordre
n _n(n—l)...(n—k—&—l)_iﬁ_ n!
k) k! R

 (n—k)! k!

Proposition 1.6 Quelques propriétés des combinaisons :
Sm-0n)
— () =)+ Go)
— Formule du binéme de Newton :
n __ n kin—k
(a+0b) —kZ:O (k>a b

Preuve : Pour la seconde on peut considérer un élément et regarder les parties qui le contiennent et celle qui ne le contiennent
pas. Pour la troisiéme on développe un produit de n termes.

Remarque 1.4 Un ensemble de n éléments posséde 2™ parties.

H Tt 7.5 Lot o Lonsend?é s pastiio ot . A o
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Chapitre 2

Variables aléatoires

2.1 Introduction

Une fagon trés agréable de modéliser une expérience aléatoire est 1'utilisation de fonctions particuliéres appelées
variables aléatoires, pour lesquelles on définit des objets de la théorie des probabilités, permettant de les décrire.

2.2 Définitions

Définition 2.1 Soit 2 un ensemble et P une probabilité sur €2, on appelle variable aléatoire sur €2 toute fonction de
Q dans R .


https://videos.cyu.fr/permalink/v1263f4bd0be52eufrc3/iframe/

2.3. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES A Mizrahi

Remarque 2.1 Une variable aléatoire est donc un objet mathématique qui peut prendre différentes valeurs.
Exemple 2.1 On peut modéliser la taille des individus d’une population donnée & ’aide d’une variable aléatoire.

Exemple 2.2 On jette trois dés et on veut faire une étude probabiliste de la somme des trois résultats. On peut par
exemple prendre 2 = {1;2;3;4;5;6}> munie d'une probabilité uniforme et considérer la fonction

X : Q — R
(Wi, w2,w3) = w1+ w4 ws

Il est intéressant de savoir par exemple quelle est la probabilité que la somme soit égale a 9, ce que 'on a envie de
noter P(X =9), en fait on veut mesurer la partie de 2 pour laquelle X prend la valeur 9, c’est a dire :

{{1,2,6},{1,3,5},{1,4,4},{1,5,3},{1,6,2},{2,1,6},{2,2,5},{2,3,4},{2,4,3}, {2,5,1},{3,1,5}, {3,2,4},.. . }

Définition 2.2 Soit X une variable aléatoire, A une partie de R, zg un réel, on pose

(X =20) = X Y (20) = {w € QX (w) = 20}
(X <xz0) = 1(] 00; zp[) = {w € QX (w) < a0}
(Xel= (A)_{weQ|X( )€ A}

Définition 2.3 On peut définir une probabilité sur R en posant :
VACR, Px(A)=P(X € A)
On appelle cette mesure de probabilité, la loi de la variable aléatoire X.

Définition 2.4 On définit pour une variable aléatoire X sa fonction de répartition par
Fx(t)=P(X <1)

Proposition 2.1 On démontre facilement que F'x est croissante, tend vers 0 en —oo et vers 1 en +o0o. Moins facilement
la fonction de répartition F'y caractérise la loi de X : Fx, c’est a dire que si F'x = Fy alors Px = Py.

Définition 2.5 Deux variables aléatoires X,Y sont indépendantes si pour toutes parties A, B de R les parties de (2,
(X € A) et (Y € B) sont indépendantes.

Remarque 2.2 La notion intuitive d’indépendance, le fait de "ne pas dépendre de", se traduit pour des variables
aléatoires par l'indépendance, par exemple le résultat d’un lancé de dé et le suivant, par contre le poids et la taille
d’un individu choisi au hasard dans une population, ne peuvent raisonnablement pas étre modélisés par des variables
aléatoires indépendantes.

Définition 2.6 n variables aléatoires sont indépendantes si pour toutes parties Aq, As,...., 4, de R les événements
(X1 € Ay),..., (X, € A,) sont indépendants

Proposition 2.2 (admis) Si X et Y sont indépendantes alors pour toutes fonctions ® et U, ® o X et ¥ oY sont
indépendantes, on note usuellement ces nouvelles variables aléatoires ®(X) et ¥(X).

Exemple 2.3 On jette deux dés, on modélise la somme par une variable aléatoire X et la valeur absolue de la
différence par une variable aléatoire Y, est-il raisonnable de supposer X et Y indépendants?
2.3 Variables aléatoires discrétes

Définition 2.7 On dit qu’une variable aléatoire X est discréte si X (2) est fini ou dénombrable, on note alors X (2) =
{xl,l‘g, ey Ly .- }

Proposition 2.3 La loi d’une variable aléatoire discréte est totalement déterminée par la donnée des P(X = z;), en

effet :
P(Xed)= > PX
{i/z:€A}

E ,c//g&‘éa 2.7 77}' 2 7
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2.4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES : LOIS CLASSIQUES A .Mizrahi

2.3.1 L’espérance

Définition 2.8 Lorsque X () = {z1,22,..., o} est fini on définit 'espérance de X par
E(X) =Y x;P(X =)
i=1

Lorsque X(Q) = {x1,x2,...,%y,...} est dénombrable (non fini) si la série suivante est absolument convergente on
définit I'espérance de X par

E(X)=> 2P(X = ;)
i=1

V- Iz .
E c//(ﬂ/éﬂ 2.2 - (/(%//7//71// Lrer2e 2 2 Z

Proposition 2.4 (admis) soit ¢ une fonction de R dans R, si la série suivante est absolument convergente alors la
variable aléatoire ¢(X), posséde une espérance et on a

E(¢(X)) = Z ¢($i)P(X = xi)

Remarque 2.3 Si on interpréte P(X = z;) comme une fréquence théorique pour que le caractére C prenne la valeur
x;, alors 'espérance s’interpréte comme une moyenne théorique des valeurs prises par le caractére C.

Proposition 2.5 Soient X et Y des variables aléatoires, possédant une espérance, a et b des réels alors :
1. E(1) =1
2. E(aX +bY) =aE(X) + DE(Y).
3. Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y).

Définition 2.9 On définit, lorsqu’elles existent, la variance par Var (X) = E((X — E(X))?), I'écart type comme la
racine carrée de la variance, et la covariance par

covar (X,Y) = IE((X —E(X)) (Y - E(Y)))

Remarque 2.4 La variance permet de mesurer 1’éloignement de X avec ’espérance de X, Plus la variance est grande
plus souvent X est éloignée de son espérance un peu comme dans une classe ou la moyenne en proba stat serait de
10/20, si tous les étudiants ont 10/20 la variance est nulle si la moitié de la classe a 0 et 'autre moitié a 20 la variance
est égale a 100 et ’écart type a 10.

Proposition 2.6 Soient X et Y des variable aléatoires possédant une variance et a un réel.
1. Var (X) = E(X?) - E(X)2.
2. Var (aX) = a?Var (X).
3. Si X et Y sont indépendantes alors Var (X +Y) = Var (X) 4 Var (Y).
4. Si X et Y sont indépendantes alors covar (X,Y) = 0.

Remarque 2.5 On peut remarquer que la réciproque de la derniére propriété est fausse, la covariance peut étre nulle
et les variables aléatoires non indépendantes.

%> %‘ ’ 7 7
E vitte 2.5 - artcrrice diere 2 2

2.4 Variables aléatoires discrétes : lois classiques

2.4.1 Loi de Bernoulli

Définition 2.10 X suit une loi de Bernoulli de paramétre p € [0;1], si X ne prend que deux valeurs 0 et 1.
PX=1)=p et PX=0)=1-p=gq
On note X ~ B(p).

Proposition 2.7 Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors E(X) =p et Var (X) = pq, de plus Gx(s) =
q + ps.

CY Tech 8
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2.4.2 Loi Binomiale

Définition 2.11 X suit une loi Binémiale de parameétre (n,p) € N x [0;1] , si X prend les valeurs entre 0 et n et :
Vk € {0;1;...5n}, P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk
On note X ~ B(n, p).

Proposition 2.8 Si X suit une loi de Binomiale de parameétre (n,p) alors

E(X) =np ,Var (X) = npq

Proposition 2.9 Si Xi,...,X,, sont n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre p
alors la variable aléatoire X7 + X5 + ...+ X, suit une loi binémiale de paramétre (n,p).

Remarque 2.6 C’est le cas typique du pile ou face, du oui ou non, en général on fait des sommes de variables
aléatoires indépendantes de Bernoulli.

2.4.3 Loi de Poisson

Définition 2.12 X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0, si

k
VkeN, P(X =k) = e*A%

On note X ~ P(A).

Proposition 2.10 Si X suit une loi de Poisson de paramétre A, alors

E(X) =\, Var(X) = A

Remarque 2.7 On utilise ces lois pour modéliser un décompte : nombre d’événements arrivant durant une période
donnée, ou pour approcher une loi binémiale lorsque n est trés grand et p trés petit(loi des événements rares).

2.4.4 Loi géométrique

Définition 2.13 X suit une loi géométrique de paramétre a , si

Vk e N*, P(X =k) = a(l —a)*

Proposition 2.11 Si X suit une loi géométrique de paramétre a alors

1—a
2

E(X) :é , Var (X) = ,

Remarque 2.8 Typiquement si on veut modéliser, lors d’une suite de lancés d’une piéce, la premiére fois ou un pile
sort.

2.4.5 Loi hypergéométrique

Définition 2.14 Soient n < N < M, X suit une loi hypergéométrique de parameétre (n, N, M) si

k’ Cm—k
Yk € [max(O,n— (N — M));min(mM)], P(X =k)= %
N

Remarque 2.9 Typiquement si on veut modéliser le tirage sans remise de n boules le nombre de boules blanches
prises, dans une urne contenant N boules dont M sont blanches.

p%@%édm,?



A Mizrahi

Chapitre 3

Variable aléatoire a densité

Définition 3.1 On dit qu’'une variable aléatoire X est & densité si il existe une fonction f : R — R™ telle que pour
tout ensemble A de réels :

P(X € A) :/ F(t) dt
A

b
En particulier P(a < X <b) = / f(t)dte.

H % o . Yot aboties

Remarque 3.1 La loi d’une variable aléatoire & densité est totalement déterminée par la donnée de la densité f.
Si X est une variable aléatoire a densité P(X = a) = 0 pour n’importe quel a, cela peut sembler un peu étrange mais
la probabilté P(a < X < a+ ) = f(a)d pour ¢ petit.

Proposition 3.1 La fonction de répartition se déduit de la densité par Fix(t) = P(X <t) = fjoo f(z) dz. Récipro-
quement si F'x la fonction de répartition de X est continue sur R et dérivable sauf peut étre en certains points alors
X posséde une densité donnée par fx = F%, la dérivée de la fonction de répartition.

3.0.1 L’espérance

H %ﬂ%&ff-((}ﬂ /" 5/6{7’2{ 2 ve @ o

Définition 3.2 Lorsque l'intégrale suivante est convergente en valeur absolue on définit ’espérance de X par

E(X) = / e ar
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3.1. LOIS DE PROBABILITES A DENSITE CLASSIQUES A Mizrahi

Remarque 3.2 L’espérance est une sorte de moyenne théorique des valeurs possibles de la variable aléatoire X.

Proposition 3.2 (admis) soit ¢ une fonction de R dans R, si I'intégrale suivante est absolument convergente alors la
variable aléatoire ¢(X), posséde une espérance et on a

—+oo

E(®(X)) = / o(0) (1) dt

En particulier E(X?) = /+ t2£(t) dt
Proposition 3.3 soient X et Y des variables aléatoires, possédant une espérance, a et b des réels alors :
1. E(1) =1
2. E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).
3. Si X et Y sont indépendantes et posséde une espérance alors XY posséde une espérance et
E(XY)=E(X)E(Y).

Définition 3.3 On définit, lorsqu’elles existent, la variance par Var (X) = E((X — E(X))?), I'écart type comme la
racine carrée de la variance, et la covariance par

covar (X, V) = E((X ~E(X))(Y - E(Y)))
Proposition 3.4 Soient X et Y des variable aléatoires possédant une variance et a un réel.
1. Var (X) = E(X?) - E(X)%
2. Var (aX) = a?Var (X).
3. Si X et Y sont indépendantes alors Var (X +Y) = Var (X)) + Var (V).
4. Si X et Y sont indépendantes alors covar (X,Y) = 0.

Remarque 3.3 On peut remarquer que la réciproque de la derniére propriété est fausse, la covariance peut étre nulle
et les variables aléatoires non indépendantes.

3.1 Lois de probabilités & densité classiques

H Tidtn 2.5 - Cromptls o il albativies & oA

3.1.1 Loi uniforme sur [a, 0]
C’est la plus simple des lois, mais elle sert relativement peu. Sa densité est donnée par :

— six € [a;b]

Fx(z) :{ b6a sinon

Proposition 3.5 Son espérance et sa variance sont :

a 7(1,2
E(X) = ;b; Var (X) = %

3.1.2 Loi exponentielle

X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 si sa densité est

Ae™ ™ sig >0

Fx(x) = { 0 sinon

Proposition 3.6 Son espérance et sa variance sont :

1 1
E(X)=—; Var(X)=—
(X) = 35 Var(X) =
Remarque 3.4 On utilise ces variables aléatoires pour modéliser des temps d’attentes, cela vient d’une caractérisation
importante des VA exponentielles
PX>t+t|X>t)=P(X >1)
La probabilité que le phénoméne se passe aprés 'instant ¢ + ¢’ sachant qu’il ne s’est pas passé avant I'instant ¢’ est
égale a la probabilité qu’il se passe aprés I'instant . En quelque sorte il n’y a pas de mémoire des phénomeénes, le fait
de savoir que le phénoméne ne soit pas apparu avant I'instant ¢’ remet tout a zéro.
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3.1.3 Loi normale

Appelée, loi normale , loi de Gauss , loi de Laplace-Gauss, loi gaussienne, ou loi en cloche. On utilise la valeur de
Iintégrale suivante assez difficile & calculer :

+oo 142
/ e 2t dt =v2r

— 00

Définition 3.4 X suit une loi normale de paramétre (m,o?) € R x R, si sa densité est :

1 _@=m)?
fX (t) = e 202

V2no

On note souvent X ~ N (m,o?).

Proposition 3.7 (admis) Si X ~ A(m,0?) et X un réel non nul, alors X + X suit une loi normale N (m + X, 0?) et
la variable aléatoire AX suit une loi normale N (Am, A20?)

Proposition 3.8 Si X ~ N (m,o?) alors la variable aléatoire

_X-m
T o

X*

s’appelle la variable aléatoire centrée (son espérance est nulle) réduite (sa variance est égale a 1) associée a X.
L’espérance et la variance de X ~ N'(m,o?) sont donc :

E(X)=m; Var(X) = o>
Théoréme 3.1 (admis) Soient X; ~ N(mq,0}) et Xo ~ N(ma,03) deux variables aléatoires normales indépen-

dantes alors
X1+ Xo NN(ml —|—m2,0'% +O’§)

gm%édwzmwé

Chapitre 4

Couples de variables aléatoires

B iz zo. Copld it varistlis albstries diviites o

4.1 Densité d’un couple de variables aléatoires.

Le fait de connaitre la loi de deux variables aléatoires X et Y ne permet pas de calculer des probabilités du genre
P(X € A,Y € B) car les lois de X et de Y ne nous apprennent rien sur le lien qui existe entre X et Y.

Définition 4.1 On dit qu'un couple de variables aléatoires X = (X7, X3) a pour densité f : R> — RT si pour tout
ensemble A du plan :

P(XeA)= // fty,te) dty dig
A
b d
En particulier P(a < X7 <b,c< X3 <d) = / </ ft1,t9) dt2> dt;.
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4.2. AUTRES LOIS A DENSITE A Mizrahi

Proposition 4.1 Si le couple de variables aléatoires (X1, X3) posséde f pour densité alors fj;o f(t1,t2) dty est une
densité de Xy et fj—z f(t1,t2) dta est une densité de X,

Preuve : 1l suffit de regarder la fonction de répartition de X;.

Proposition 4.2 Si les variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes de densité fx, et fx, alors le couple de
variables aléatoires (X7, X3) posséde une densité définie par f(t1,t2) = fx, (t1)fx,(t2).

Proposition 4.3 Si les variables aléatoires X; et X» sont indépendantes alors Var (X7 + X») = Var (X7) + Var (X3),
et cov(X1; X2) =0

Proposition 4.4 (admis) Si le couple de variables aléatoires (X, X3) posséde f pour densité alors pour toute
fonction telle que l'intégrale est absolument convergente on a

E(o(X1,X2)) = //Rz O(ti,t2) f(t1,t2)dty dts

4.2 Autres lois a densité

Définition 4.2 La somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi N(0, 1), suit une loi de x? & n degrés
de liberté (noté X ~ x2(n)).

Définition 4.3 Soient N une variable aléatoire de loi normale centrée réduite (N(0,1)) et x une variable aléatoire
de loi de x? a n degrés de liberté telles que N et x soient indépendantes alors T = \72 suit une loi de Student a n

degrés de liberté (noté T ~ S(n)).

Définition 4.4 Soient deux variables aléatoires indépendantes Uy et Us de loi de chi deux a dy et dy degrés de libertés
U
alors S = (‘2 suit une loi de Fisher de paramétre (dy,ds) (noté S ~ F(dy,ds)).

da

4.3 Propagation des erreurs

4.3.1 Avec une seule variable

Un probléme classique en sciences expérimentales, on mesure une grandeur x avec une certaine incertitude, une
certaine erreur, et on a une seconde grandeur y qui s’écrit comme une fonction de la grandeur z, par exemple y = g(x)
quelle erreur a-t-on sur y. En probabilité on modélise ces grandeur par des variables aléatoires X et Y, on suppose
que 'on connait la loi de X, et on essaie de trouver des information sur Y = g(X), trouver la loi de Y peut s’avérer
compliqué. Si 'on suppose que les valeurs prises par X sont resserrées autours de sa moyenne p,, on a X = u, + €,
ou ¢ est une variable aléatoire centrée de variance faible, on peut alors effectuer un DLy de g en p,.

Y = g(X) = glpe +€) ~ g(pz) + ' (pa)e

Si on prend l'espérance de ceci on obtient : E(Y) ~ E(g(uz)) + E(¢'(pz)e) = g(pz) + ' (12)E(e) = g(pz). Ce n’est
pas une égalité en général mais une approximation correcte si les erreurs ¢ restent petites. Faisons de méme avec la
variance de Y :

Var (V) = E( (9(X) ~ E(9(X)))") ~ E( (9012 + ) = 9(12))") = E( (90112) + (1122 = 9(1))")

Donc Var (V) ~ ]E((g/(uz)s)z) = ¢/ (112)E(2) = g/ (1t2)?Var (X).
Que 'on peut encore écrire oy ~ |¢'(pz)|ox.
|¢' (112)| est un coefficient multiplicateurs des erreurs.

4.3.2 Avec deux variables ou plus

On mesure un vecteur 7 = (ml; xg) avec une certaine incertitude, une certaine erreur, et on a une seconde grandeur
y qui s’écrit comme une fonction de la grandeur ?, par exemple y = g(?) quelle erreur a-t-on sur y. En probabilité
on modélise ces grandeurs par des variables aléatoires X1, X5 et Y, on suppose que l'on connait les lois de X et
Xo, et on essaie de trouver des informations sur Y = g(X;, Xs), trouver la loi de Y peut s’avérer compliqué. Si I'on
suppose que les valeurs prises par X; et X5 sont resserrées autours de leur moyenne p,, = E(X1), ttn, = E(X3), on
a X1 = [z, + €1, oll €1 est une variable aléatoire centrée de variance faible, de méme Xs = s, + €2 on peut alors
effectuer un DLy de g en (g, , fizy)-

9y

dg
Y = g(X1, X2) = g(pa, + €1, Hay +€2) R g(a) + 2 (Hay s Hap )E1 + 5 (Hay s fhary ) €2
8.131 81)2
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Si 'on prend ’espérance de ceci on obtient :

Jg dg s .
E(Y) ~ E(g(ta;, tas)) + E(a (Lo, Moy )E1) + E(8 (Lo, Moy )€2) = 9([iay, fay)- Ce n'est pas une égalité en général

mais une approximation correcte si les erreurs &; restent petites. Faisons de méme avec la variance de Y :
2
Var (Y) = E([Q(Xth) — E(g(X1, X3))] )

2
g :Uffﬂl + &1, Hay +52) (/“Lflnuﬂm)} )
L9
>

([
( 9ty s Hay) B
B[
dg

Q

dg 2
Mwlaﬂxz)51 + D (Mwn:uwz) g(uwwuwz)] )

Q

dg 2
quumz)gl + 5 D (Mmlvﬂwz)gz] )

Q

s 1)) BED + (52 e 02)) B+ 2( 5 ) (2t s) 1)

(o,

(22 s p)) Vo (X0) (2 e en)) Vo (X0) 2 52 ) (2 ) eomar (X1, X2)

%

dg

2
G (o ey) ) Var (X2)

Dans la cas ou covar (X7, Xo) = 0, par exemple si X; et X, sont indépendantes on a alors Var (Y') = (
(55

2
Dig (/ixl,,um)) Var (X3). et donc :

oy = \/(Cf?xg (Mmlaumz)>20§(1 + (%(um,umz))%?@

p%%%dmé
%M%édmﬁ

Chapitre 5

Convergences des suites de variables
aléatoires

5.1 Généralités

On fait n mesures (ou n expériences) et on modélise chaque résultat a I'aide d’une variable aléatoire X;, on peut
supposer que ces variables aléatoires ont la méme loi et sous certaines hypotheses qu’elles sont indépendantes. On note
alors S,, = ZZ=1 Xp et X [n] = %Sn = %(X 1+ ...X,), ce sont deux nouvelles variables aléatoires. Pour simplifier on

note souvent la moyenne empirique sans Iindice n, X pour Y[n] méme si cette variable aléatoire dépend de n.

- 1
X=-(X1+...X,)
n

Proposition 5.1 Comme les X; ont la méme loi elles ont méme espérance et méme variance, de plus E(S,,) = nE(X1),

E(X) = E(X1) et si les X; sont indépendants Var (X)) = +Var X.

Exemple 5.1 Dans une population ou une proportion p vote pour A et ¢ = 1—p vote pour B, si on tire un échantillon
w de 1000 personnes, on modélise le fait que la iéme personne vote pour A par X;(w) = 1. Si l'échantillon est choisi
de fagon aléatoire avec remise alors les X; sont indépendants de loi B(p), on a alors Var X = %pq, plus n est grand

plus X est "proche" de E(Y[n]) =p
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5.2. LOI DES GRANDS NOMBRES A .Mizrahi

5.2 Loi des grands nombres

On suppose dans cette partie que